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Un rapport de stage de M2…



Contenu de la séance

• Qu’est-ce qu’une corrélation ? À quoi ça sert ?

• Vous avez dit « significatif » ?

• Pearson ou Spearman ?

• Et la régression linéaire dans tout ça ?



Qu’est-ce qu’une corrélation ?

• Une mesure du « degré de liaison » entre deux 

variables quantitatives 𝑥 et 𝑦 ⟶ notion à préciser !

• Existe-t-il une relation (linéaire ou non) entre 𝑥 et 𝑦

qui soit prépondérante devant leurs fluctuations 

internes ?



À quoi ça sert ?

• Utiliser 𝑥 comme mesure indirecte de 𝑦

 Exemple classique : turbidité comme proxy des MES

 Modélisation empirique = qui découle de l’observation

• Réduire le nombre de dimensions d’un problème…

 Principe central de l’Analyse en Composantes Principales

• …ou démontrer au contraire la nécessité de considérer 

deux variables non-corrélées

• Identifier l’existence d’une cause commune aux 

variations de 𝑥 et 𝑦 (« phénomène-source ») 



Prudence : corrélation ⇎ causalité 



Mesurer la corrélation entre 2 variables

• Que nous dit la covariance ?

Hugues 
Michel, 
2015

En moyenne…

…quand 𝑋 est 
supérieur à son 
espérance…

…𝑌 tend-il à être 
supérieur ou 
inférieur à son 
espérance ?



Mesurer la corrélation entre 2 variables

• Que nous dit la covariance ?

En moyenne…

…quand 𝑋 est 
supérieur à son 
espérance…

…𝑌 tend-il à être 
supérieur ou 
inférieur à son 
espérance ?

• Cov(𝑋, 𝑌) > 0 si 𝑋 et 𝑌 ont tendance 

à fluctuer dans le même sens

• inversement si Cov(𝑋, 𝑌) < 0

• Cov(𝑋, 𝑌) = 0  ⇒ les termes + et –

se compensent  ⇏ 𝑋 et 𝑌 sont 

indépendants (en général)



Mesurer la corrélation entre 2 variables

• Quel est le problème ?

 Comment interpréter la valeur de Cov(𝑋, 𝑌) ? 

o Gamme de valeurs prises par la covariance :

o …et ensuite ? La liaison entre 𝑋 et 𝑌 est-elle « forte » ou non ?

 Comment comparer des covariances ?

o Dimension de Cov(𝑋, 𝑌) = produit des dimensions de 𝑋 et 𝑌

o [Cov(Turbidité, MES)] = NTU.mg.L-1 (???)

 Comparaison en relatif, pour des couples identiques

• Besoin d’un indicateur normalisé : la corrélation



Mesurer la corrélation entre 2 variables

• Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson

• Cette fois-ci, –1 ≤ 𝑟𝑋𝑌 ≤ 1 (sans unité)
 Démo : Cauchy-Schwarz, en notant que l’application 
(𝑋 – 𝔼[𝑋], 𝑌 – 𝔼[𝑌]) ⟼ Cov(𝑋, 𝑌) définit un produit scalaire

• |𝑟𝑋𝑌| = 1 ⟹ 𝑋 et 𝑌 sont liés par une relation linéaire
 Démo : cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz

• 𝑟𝑋𝑌 = 0 ⟹ pas de relation linéaire apparente



Mesurer la corrélation entre 2 variables

• On progresse, mais… où placer le seuil entre 0 et 1 ?

• À partir de quand une corrélation est-elle significative ?

 Test d’hypothèse ! 

 (glissement vers les statistiques inférentielles)

• Question posée dans un test stat : les observations 

disponibles sont-elles compatibles avec ℋ0 ?



Rappel : principe d’un test statistique

• « Raisonnement par l’absurde probabiliste »

• On suppose que ℋ0 est vraie 

• …

• …         (calculs)

• …

• Contradiction ?

 Non pas une contradiction mathématique (« 3 = 2 »)

 Mais une valeur (très) peu probable

 Dans ce cas, on peut choisir de rejeter ℋ0



Rappel : principe d’un test statistique

• On calcule une « statistique de test » en fonction des 

observations disponibles :

• Si ℋ0 est vraie (+ éventuellement d’autres hypothèses) 

alors la distribution théorique de 𝑇 est connue 

• Dans ce cas, la valeur observée est-elle vraisemblable ?

𝑇× ×

𝑇obs,2 𝑇obs,1



Rappel : principe d’un test statistique

• Un exemple simple : « ma pièce est-elle équilibrée ? »

• Si la pièce était équilibrée (ℋ0 : ℙ(face) = 0.5), un tel 

résultat serait-il vraisemblable (= pourrait-il être dû 

simplement au hasard) ?

• Distribution théorique : 𝑁face ∼  ?

× 20 15 « pile », 5 « face »

ℬ(20, 0.5)



Rappel : principe d’un test statistique

• Distribution théorique : 𝑁face ∼ ℬ(20, 0.5)

× 20

Proba 
= 0,02

⟹ On rejette ℋ0 ?



Rappel : principe d’un test statistique

• Prise de décision : première façon de procéder

 Se donner un « seuil de signification » 𝛼 et déterminer la 

valeur 𝑇lim tel que :

 Autres versions :

o Unilatéral à droite :

o Bilatéral symétrique :

𝑇

𝑇lim

𝛼
Distribution 
théorique
sous ℋ0



Rappel : principe d’un test statistique

• Prise de décision : première façon de procéder

 La région { 𝑇obs < 𝑇lim }, ou { 𝑇obs > 𝑇lim } ou { |𝑇obs| > 𝑇lim }

ou { … } selon les cas, est appelée région de rejet

 La valeur de 𝑇obs est jugée « trop extrême » pour être 

compatible avec l’hypothèse ℋ0

𝑇

𝑇lim

𝛼



Rappel : principe d’un test statistique

• Prise de décision : première façon de procéder

• Quelle valeur donner à 𝛼 ?

 Que représente 𝛼 ?

 𝛼 est la probabilité d’occurrence de la région de rejet sous 

ℋ0

𝑇

𝛼

Région de rejet

Si ℋ0 est vraie, la distribution de 𝑇 est

, i.e. la probabilité de rejeter à tort l’hypothèse nulle



Rappel : principe d’un test statistique

• Exemple : Test médical, ℋ0 : « Le patient est malade »

• Avant de vous demander « quelle valeur pour 𝛼 ? » (ou 

pire, de prendre une valeur générique sans réfléchir), 

demandez-vous : « quel est l’enjeu » ?

• NB : la définition de ℋ0 n’est pas neutre !

OK
On soigne un patient alors 

qu’il n’est pas malade

On renvoie un patient chez 
lui alors qu’il est malade

OK

Risque 𝛼

Risque 𝛽



Rappel : principe d’un test statistique

• Prise de décision : seconde façon de procéder

 Calculer la p-valeur du test (quésaco ?)

Rozanski et al., 2017

Ils sont 
contents



Rappel : principe d’un test statistique

• Prise de décision : seconde façon de procéder

 Calculer la p-valeur du test (quésaco ?)

 (ou toutes les autres versions : unilatérale à droite, etc.)

 Probabilité de faire « pareil ou encore pire » que la valeur 

observée, si ℋ0 est vraie

𝑇obs

𝑝𝑇obs

𝑝

RAS Peu vraisemblable (?)



Retour au problème initial

• La corrélation est-elle significative ?

• Ai-je une évidence suffisante pour rejeter ℋ0 ?

• On pose :

• Si ℋ0 est vraie, et si 𝑋 et 𝑌 suivent une loi normale 
bivariée, alors 𝑇 suit une loi de Student à 𝑛 – 2 d.d.l.



Retour au problème initial

Cas limite 1
𝑟 ⟶ 0
𝑇 ⟶ 0

ℋ0 non rejetée

Cas limite 2
𝑟 ⟶ ±1
𝑇 ⟶ ∞

ℋ0 rejetée



Matrice des corrélations : interprétation

Werkenthin et al., 2014

Incohérence
(ce n’est pas 

la seule…)



À vous : commentaires ?

Bork et al., 
soumis à Nature 
Scientific Reports



Safra et al., 2020, Nature

À vous : commentaires ?



À vous : commentaires ?

Rozanski et al., 2017



Et si la relation n’est pas linéaire ?

𝑥𝑖

𝑦𝑖

𝑥

𝑦

1 2

3 4

5

6

7

8

𝑥1 1er 𝑦1 1er

𝑥2 2ème 𝑦2 2ème

𝑥3 3ème 𝑦3 4ème

𝑥4 4ème 𝑦4 3ème

𝑥5 5ème 𝑦5 5ème

𝑥6 6ème 𝑦6 8ème

𝑥7 7ème 𝑦7 6ème

𝑥8 8ème 𝑦8 7ème

rg(𝑥)

rg(𝑦)

Coefficient de Spearman

|𝜌𝑋𝑌| = 1 ⟹ relation 𝑋–𝑌
strictement monotone



Vers la régression linéaire

• Quelle est la meilleure droite ?

• Quelle est la plus proche des points expérimentaux ?

Toujours pas 
très clair…



𝑒𝑖 = 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖

Modèle Obs.

Critère agrégé ?

Vers la régression linéaire



• Adéquation parfaite : tous les 𝑒𝑖 sont nuls.

• Distance mathématique entre modèle et observations

• La qualité du modèle est d’autant meilleure que cette

distance est proche de zéro

• « Moindres carrés »⟹

• Pas la seule possibilité !

⟺ ෍

𝑖=1

𝑛

𝑒𝑖
2 = 0 ෍

𝑖=1

𝑛

𝑒𝑖 = 0ou ou…

min ෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖
𝟐

Vers la régression linéaire



• Le problème linéaire (avec critère des moindres carrés) 
peut se résoudre analytiquement

• La différentielle s’annule au minimum :

• Soit :

𝜕SCE

𝜕𝑎
= 0 ⟹ ෍

𝑖=1

𝑛

2𝑥𝑖 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖 = 0

𝜕SCE

𝜕𝑏
= 0 ⟹ ෍

𝑖=1

𝑛

2 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖 = 0

𝑏 = ത𝑦 − 𝑎 ҧ𝑥 𝑎 =
cov 𝑥, 𝑦

𝕍 𝑥
et

Vers la régression linéaire



Le choix du critère n’est pas anodin !

Gare aux procédures automatiques…

Vers la régression linéaire



෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖
2

𝑎𝑜𝑝𝑡

𝑏𝑜𝑝𝑡

Vers la régression linéaire



෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖

𝑎𝑜𝑝𝑡

𝑏𝑜𝑝𝑡

Vers la régression linéaire



෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖
2

෍

𝑖=1

𝑛

𝑎𝑥𝑖 + 𝑏 − 𝑦𝑖

Le choix du critère n’est pas anodin !

Gare aux procédures automatiques…

Vers la régression linéaire



À vous : commentaires ?



Drapper & 
Hornbuckle, 
2018

À vous : commentaires ?



À vous : commentaires ?

Nieber et al., 2014, US Environmental Protection Agency



Thierry Verdel, 2007

𝑌𝑖 = 𝛼𝑥𝑖 + 𝛽 + 𝜀𝑖

𝑌𝑖 et 𝜀𝑖 sont des variables aléatoires

𝜀𝑖 ~ 𝒩 0, 𝜎2 , indépendants entre eux 

Modèle probabiliste de la régression



Modèle probabiliste de la régression

• La droite de régression caractérise le comportement 
moyen, c’est-à-dire 𝔼 𝑌 = 𝛼𝑥 + 𝛽

• Les écarts entre les points et la droite sont dus à des 
fluctuations aléatoires du signal

• Deux grands avantages de cette vision probabiliste :

1. Les estimations des coefficients de la droite 𝛼 et 𝛽
sont livrées en kit avec :

 un intervalle de confiance

 un test de nullité

2. La prévision statistique par le modèle linéaire 
s’assortit d’une estimation de l’incertitude



Attention !! Il existe deux questions distinctes…

1. La droite des moindres carrés n’est pas la droite de 
régression (𝔼 𝑌 = 𝛼𝑥 + 𝛽), c’en est une estimation. 
Intervalle de confiance de la moyenne 𝔼 𝑌 ?

2. On prédit la valeur de l’observation 𝑦 𝑥0 par  
ො𝑦 𝑥0 = 𝑎𝑥0 + 𝑏. Intervalle de prévision ?

Thierry Verdel, 2007

Droite des moindres carrés

« Vraie » droite de régression 
𝔼 𝑌 (inconnue)

Modèle probabiliste de la régression



Modèle probabiliste de la régression



• Par rapport à la vision déterministe, on gagne de 
l’information en émettant des hypothèses statistiques :

𝑌𝑖 = 𝛼𝑥𝑖 + 𝛽 + 𝜀𝑖 avec 

𝜀𝑖 ~ 𝒩 0, 𝜎2 : même variance pour tous les résidus 
(« homoscédasticité »)

 indépendants entre eux : pas d’autocorrélation

 et indépendants de 𝑥 (sinon plus de modèle linéaire…)

• Lediagnostic des résidus est une étape fondamentale !

• Sinon toutes les décisions issues des tests et tous les 
intervalles de confiance n’ont plus de légitimité…

Quelques mises en garde



Tomassone et al., 1983



À retenir

• Approche « initiale » de la régression linéaire : une 

démarche de calage

• Qualité de l’ajustement : 𝑅2 = fraction de la variance 

totale expliquée par le modèle linéaire

• Si on commence à faire des probas : 

 Tests d’hypothèses sur les coefficients 𝑎 et 𝑏

 Intervalle de confiance de la droite de régression

 Intervalle de prévision d’une valeur ො𝑦 𝑥0

• Attention aux extrapolations en-dehors de la gamme 

des mesures 𝑥1, … , 𝑥𝑛 !


